Congruenzein Z£; I'inseme quoziente Z/=,
Per ogni neZ, si consideri in Z larelazione, che per il momento denoteremo con (nZ),
cosi definita:

a (nZ) b = ndivideab

Esempio: 5 (7Z) 19, perché 7(15-19=-14, mentre 4 non & nella relazione (52) con 8,
perché 5 non divide 4-8=-4.

Osservazione 1: Si noti che x (02) y se, e solo se, x =y, mentre risulta x (12) vy, per
ogni coppia (x,y) di interi. Dunque, larelazione (02) e |’ uguaglianza, mentre larelazione
(1Z) coincide con la relazione totale. Infine, poiché n(k-y se, e solo se, -nClx-y, la
relazione (nZ) coincide con quella (-nZ), per cui non si perdera di generalita quando si

considereralarelazione (nZ), conn= 0.

Teorema 1 Larelazione (nZ) e unarelazione di equivalenzain Z, per ogni neZ.

Dim. Occorre verificare che (nZ) é riflessiva, smmetrica e transitiva. Da nCa-a= 0
segue a (nZ) a, per ogni a €2, per cui (nZ) ériflessiva. Se x (nZ) y, da n(Ix-y segue
nEH(x-y)= y-x, per cui risultay (n2) x, e (nZ) é ssimmetrica. Infine, se x (n2) y e

y (nZ) z, danlx-y e n(y-z discende nCl(x-y)+(y-z) = x-z, equindi x (nZ) z.

Larelazione di equivalenza (nZ) e detta congruenza modulo n, e sara denotata da orain

poi con il simbolo =, . Se a(n2) b, scriveremo dunque a=, b, oppure a= b (mod. n). e

leggeremo a congruo b (modulo n).

Leclass di equivalenzarelative allarelazione =, sono dette class resto degli interi

modulo n, o anche interi modulo n. La classe dell’elemento a sara denotata con la

scrittura [a],, o anche, quando cio non dia adito ad ambiguita, con lascrittura[a) .

L’'insieme quoziente Z/=,={ [a] / aeZ } édetto I'insieme delle classi resto dedli interi

modulo n, o I'insieme degli interi modulo n, e puo essere anche denotato con il ssmbolo

Z

n-



Proposizione2 Siano aneZ. Allorala], ={ atnk: keZ }.
Dim Sussistono le seguenti uguaglianze: [&],, = { xe2 : x =, & ={ xeZ : n divide x-a}

={ xel : dkeZ tdechex-a=nk}={ xeZ : dkel tdechex =atnk}={ atnk : k €2 }.

Osservazione 3 Si noti che, alla luce della proposizione precedente, risulta, qualunque
saneZ, [0],={ nk:keZ}, cioélaclassedello 0 coincide con I'insieme dei multipli di
n. Si ricorda che tale insieme si denota con il smbolo nZ. Similmente, per ogni intero a,
con a+nZ s indical’insieme{ atnk : k €2 }. Laprop.2 si puo riformulare dicendo

che[a, = at+ nZ, per ogni aneZ.

Vogliamo ora studiare I'inseme quoziente Z,. Alla luce di quanto notato
nell’ Osservazione 1, sara possibile limitarci ad esaminare il caso n = 0. Inoltre, essendo
la =, |’uguaglianza, sara sufficiente supporre n > 0.

Seindichiamo con lascrittura rest(x,n) il resto delladivisione dell’ intero x per I’intero
n > 0, vale la seguente proposizione:

Proposizione4 Sianox,y €2, n eN*. Risultaallora.
i) X=rest(x,n) (mod. n);
i) gliinteri 0, 1, 2,...,n-1 sono a due a due incongrui (mod.n)
iii) Xx =y (mod. n) = rest(x,n) = rest(y,n).

Dim. i) Esiste geZ tae che x = ng+rest(x,n), per cui x-rest(x,n) = nq é divisibile per n.
ii) Sianor,sinteri tali che0<r<s<n-1,es suppongas =r (mod.n). Allorasréun
multiplodi ntaleche0< sr<n-1, edi qui seguesr=0,es=r.

i) Slax =y (mod. n); darest(x,n) = X, Xx= .y, y = rest(y,n) segue rest(x,n) = rest(y,n), ed
essendo 0 < rest(x,n), rest(y,n) < n-1 risultarest(x,n) = rest(y,n). Il viceversa segue subito
dai) .

Dallaprop.4 segue subito il seguente

Teorema5 Sen=1eunintero, risulta Z /=, = {[0], [1], [2], ..., [n-1]}, e gli elementi

[01, [1],[2], ..., [n-1] di Z /=, sono adue aduedistinti. In particolare Z /=, ha ordine n.



Dim. Dallai) dellaprop.4 segue che, seasZ, [a] =[rest(a,n)]. DaO<rest(an)<n-1s
deduce facilmenteche 2 =, ={ [a] / aeZ } ={[0], [1], [2], ..., [n-1]}. L’ essere poi gli
elementi [O], [1], [2], ..., [n-1] di Z /=, adue a due distinti segue invece dallaii) della
prop.4.

Osservazione 6 Il teorema precedente fornisce un modo semplice per rappresentare le n

class distinte che costituiscono Z,, ma non I'unico. Risulta infatti, per esempio, Z, =

{101, [11. [2], [3]. [4]} ={[5]. [-41, [7], [13], [-1]}.

Lastruttura quoziente (2 ,,+,)

Lacongruenza =, e compatibile (cfr. cap.3, §17) con le ordinarie operazioni di sommae

prodotto definitein Z. Vaeinfatti la seguente

Proposizione 7 Siano a, b, ¢, d numeri interi relativi, sa neN*, e s suppongaa = b
(mod. n), c =d (mod. n). Allorarisultaat+c = b+ d (mod. n), ac = bd (mod. n).

Dim. Per ipotesi esistono h, keZ tali che ab = hn, c-d = kn. Ne segue (a-b)+(c-d) =
hn+kn, ovvero (atc)-(b+d) = (h+k)n, e quindi at+c = b+ d (mod. n).
Per quel che riguarda il prodotto, da a-b = hn segue (a-b)c = hnc, ovvero ac-bc = hnc.
Analogamente risulta bc-bd = b(c-d) = bkn, da cui segue ac-bd = (ac-bc)+(bc-bd) =

hnc+bkn = (hc+bk)n, e quindi ac = bd (mod. n), come si voleva.

La proposizione precedente ci assicura che € possibile definire nell’insieme quoziente Z |
le operazioni quoziente relative alle ordinarie operazioni di somma e prodotto definite in
Z., ponendo, per ogni [a], [b] €Z,,
[a] +[b] = [a+b]
[a] [b] = [ab]
La struttura quoziente (2,,,+,¢) risulta essere, a pari di (Z,+,¢), un anello commutativo

unitario, che e detto I’ anello delle classi resto modulo n (cfr.cap.4, 824, 827). Non tutte

le proprieta di (Z,+,*) sono pero ereditate da (Z,,+,%): per esempio, mentre in Z non ci

sono divisori dello 0, in Z,, pur essendo [2]#[0], risulta[2][2] = [Q]; ancora, mentrein Z



gli unici elementi invertibili rispetto a prodotto sono +1 e -1, in Zlaclasse [2], che &
distintada[1] eda[-1], risultainvertibile, in quanto [2][3] = [6] =[1].

Nelle proposizioni che seguono s vedra in che modo s possono determinare
I"invertibilita e la regolarita di una classe [a] €2, e di conseguenza alcune proprieta di

(Z,,+.9).

Proposizione 8 Siano aeZ, neN*. Allora [a] € invertibilein 2, se, e solo se, aed n
sono primi traloro.

Dim. Se[a] einvertibile, esiste [b]eZ tale che[&][b] = [ab] = [1]; quindi n(J1-ab, ossia
esiste heZ tale che 1-ab = hn. Da 1 = ab+hn segue che a ed n sono primi tra loro ( cfr.
cap.1, 84) .

Viceversa, supposti a ed n primi traloro, essendo 1 = M.C.D.(a,n)", esistono a,Be? tali
che 1 =aatpn (cfr. cap.1, 84); da aal=-Bn segue alora aa= 1 (mod.n), per cui
[oa] =[a][a] =[1], e[a] éI’inverso di [a)].

(*) Da ora e nel seguito, se a e b sono interi non entrambi nulli, si indichera con

M.C.D.(ab) I’ unico massimo comun divisore positivo traaeb.

Proposizione 9 Siano aeZ, neN*, esia[a] #[0]. Allora[a] eun divisoredello0in Z,
se, e s0lo se, aed n non sono primi traloro.

Dim. Se [a] e un divisore dello 0 non € regolare, quindi non e invertibile. Per la
proposi zione precedente a ed n non sono primi traloro.
Viceversa, se d = M.C.D.(an), risultal < d < n ( non puo essered = n, poiché é [a] #
[0]), ed esistono a,,n,€Z tali chea=gd, n=n,d. Dall’essere 1 <n<nsegue[n] # [0], e
[a[n,] =[a,dn,] =[a][n] =[&][0] =[0], per cui [a] &un divisore dello 0.

Corollario 10 Siano aeZ, neN*, esia[a] # [0]. Allora[a] € invertibile se, e solo se, non

eundivisoredello 0.

Nella proposizione che segue si evidenzia come la struttura dell’anello Z , € intimamente

legata ala natura dell’ intero n:

Proposizione 11 Sian> 1 unintero. Allorale seguenti affermazioni sono equivalenti:



i) I'anello Z,, € un campo;

ii) I'anello Z & un dominio d’integrita;

iii) N € un numero primo.

Dim. Le condizioni i) e ii) sono equivaenti per il corollario 10. Per dimostrare
I’equivalenzadi i) eii), sl osservi che, se n e primo, tutti gli interi 1, 2, ..., n-1 sono primi
con n, e quindi tutte le classi [1], [2],..., [n-1] sono invertibili. Viceversa, supposto che
2, siaun campo, se h non fosse primo esisterebbe un divisore n,di ntalechel<n, <n;
alora risulterebbe [n,] # [0] ed [n,] non invertibile, essendo M.C.D.(n;,n) = n> 1.

Dall’ assurdo segue che n & necessariamente primo.

Esempio Gli andli Z,, Z,, Z,, sono dei campi, mentre |’anello Z,, non € un dominio
d'integrita: I'insieme del suoi elementi invertibili rispetto a prodotto € U(Z,,) = { [1],
[5], [7], [11] }, mentreI’insieme dei suoi divisori dello 0 é{ [2], [3], [4], [6], [8], [9], [10]
}.

Equazioni congruenziali

Nel paragrafo precedente e stata data una condizione necessaria e sufficiente affinché una
classe [a] # [0] sia invertibile. In questa sezione si vedra come € possibile determinare
[a]™ quando [4] einvertibile.
Si noti che, se[aleZ,, [a] éinvertibile se, e solo se, esiste [c]eZ, tale che [a][c] = [ac] =
[1], ovvero [a] € invertibile se, e solo se, esiste ceZ tale che ac = 1 (mod.n). Tae
osservazione suggerisce I’ introduzione della seguente definizione: se a e b sono interi, e
neN*, s dice soluzione dell’ equazione congruenziale
*) ax = b (mod.n)
ogni intero c tale cherisulti

ac = b (mod.n).
Cio equivale a richiedere, ovviamente, che sia [a][c]=[b]. Secondo questa definizione,
dunque, [a]eZ,, éinvertibile se, e solo se, I’ equazione congruenziale

ax = 1 (mod.n)

ammette una soluzione c; in tal caso risultera[c] =[a]™ .



Si fornira ora una condizione necessaria e sufficiente affinché I’ equazione congruenziae
(*) ammetta soluzioni (ovvero, come si dice, siarisolubile), nonché un procedimento che

permetta di determinare I’'insieme delle soluzioni di (*), quando tali soluzioni esistano.

Proposizione 12 Siano a,b interi, neN*, d=M.C.D.(a,n). L’ equazione congruenziale
*) ax = b (mod.n)
ha soluzione se, e solo se, d divide b.

Dim. Secéunasoluzionedi (*), esistek €Z tale cheac-b = kn. Allora, dadlae
dOn segue d [ac-kn = b.
Viceversa, si supponga d divisore di b: esiste dunque heZ tale che b = dh. Essendo
inoltre d un massimo comune divisore tra a ed n, esistono degli interi r ed stali ched =
rat+sn. Da cio segue b = hd = h(rat+sn) = hra + hsn; in particolare, da hra-b = -hsn segue
che hr € una soluzione di (*).

Osservazione La prop.12 segue immediatamente anche dalla teoria delle equazioni

diofantee.

Proposizione 13 Siano ab interi, neN*, t un divisore comune di a, b, n. Allora le
soluzioni dell’ equazione congruenziale
ax = b (mod.n)
sono tutte e sole quelle dell’ equazione congruenziale

a b

n
-Xx=— (mod. =).
tX t( t)

. - . n . . a b
Dim. E’ sufficiente osservare che, se ¢ € un intero,n = tT divide ac-b = t¥c-t—t Se e
n .. ab
solose, — divide —c-—.
t t t
Proposizione 14 Siac una soluzione dell’ equazione congruenziae
ax =1 (mod.n).
Allora, seb é unintero, cb & soluzione dell’ equazione congruenziale

ax = b (mod.n).

Dim. Basta osservare che, se n divide ac-1, divide anche (ac-1)b = acb-b.

Proposizione 15 Si consideri |’ equazione congruenziae



*) ax = b (mod.n),
e siano a ed n primi tra loro. Allora I’ equazione (*) ha soluzioni, che costituiscono una

classe resto modulo n.

Dim. Poiché1=M.C.D.(an) divideb, per laprop.12 |’ equazione (*) ha soluzioni.
Indicata con ¢ una di tali soluzioni, verifichiamo che I'insieme X di tutte e sole le

soluzioni di (*) coincide con [c], . SiayeX; daac = b (mod.n) e ay = b (mod.n) segue
ac = ay (mod.n), cioén | ac-ay = a(c-y); cio implica, essendo inoltre n ed a primi traloro,

che n divide c-y, per cui ye[c],. Viceversa, seye[c],, risulta[c], = [y],, e quindi [a], [Vy],

=[], [c], =[b],, come s voleva.

Un algoritmo per risolvere |’ equazione congruenziale

*) ax = b (mod.n).

Caso A : risoluzione dell’ equazione congruenzale del tipo:
ax= 1 (mod.n)
con M.C.D.(a,n) = 1.
Essendo 1 = M.C.D.(a,n), € possibile determinare, mediante I’ algoritmo di Euclide delle
divisioni successive (vedi Appendice), degli interi « ,B tali che risulti xat+fin = 1; «
risulta essere una soluzione dell’ equazione e [c], (cfr. prop.15) coincide con I'insieme

di tutte le soluzioni dell’ equazione.

Caso B: risoluzione della generica equazione congruenziale
*) ax = b (mod.n).
1) Verificareched= M.C.D.(a,n) divida b.
Infatti, per la prop.12, questa € condizione necessaria e sufficiente affinche

I” equazione (*) ammetta soluzioni. Se d divide b, passare a punto seguente:
2) Posto a = g, b= g n= g considerare |’ equazione congruenziale

(**) ax= b (mod. 1),

che per la prop.13 ammette tutte e sole le soluzioni di (*), ed étale che

M.C.D.(a,n) =1;

3) Determinare una soluzione c dell’ equazione congruenziale



©) ax=1(mod. n)
mediante il metodo illustrato nel caso A; per la prop.14, cb = © sara soluzione di
**).
4) Per laprop.15, I'insieme X delle soluzioni di (**), e quindi di (*), coincide con la
classeresto[T] ; .
Esempio Si dicasel’ equazione congruenziae
20x = 4 (mod.34)
ammette soluzioni; in caso di risposta affermativa, determinare I'insieme di tutte le
soluzioni.
Risoluzione
1) M.C.D.(20,34) = 2 divide 4. Allora I’ equazione ammette soluzioni, che coincidono
con quelle dell’ equazione:
2) 10x = 2 (mod.17)
3) s studial’ equazione:
10x = 1 (mod.17)
(vedi caso A): mediante I’ agoritmo di Euclide (vedi esempio dell’ Appendice) si

determinano degli interi h ek tali che 1 = h10+k17; in questo caso, h=-5ek = +3.
Allora—5 é soluzione di
10x =1 (mod.17)
e (-5)2 =-10 e soluzione di
10x = 2 (mod.17).
4) L’insieme delle soluzioni dell’ equazione
10x = 2 (mod.17)

coincide con laclasse [-10],, =[7],,, ovvero él'insieme { 7+k17: keZ} = 7+172.

APPENDICE
In questa appendice s evidenzia come, se d = M.C.D.(a,b), € possibile determinare,
tramite I’algoritmo di Euclide (cfr. cap.1, 4.6), degli interi h e k tali che d = hatkb.
Supposto b # 0, con le notazioni di 4.6 risultar, =d=M.C.D.(ab),ed r ,=r_, —r,,q, per
ogni stalechel<s<n.
Si procede allora per sostituzioni successive, partendo dall’ uguaglianza
M =TI,
e sostituendo ogni voltai resti r, che figurano nell’ uguaglianza con la differenzar,, —r,
.0, - Alla fine di questa sequenza di sostituzioni, r, sara espresso come somma di
prodotti, in ognuno dei quali sara presente il fattorer, = a oppurer, = b, e bastera alora



mettere in evidenza a e b per ottenere I’ espressione richiesta. Un esempio contribuira a
chiarireil procedimento sopra esposto:

Esempio Determinare degli interi h ektali che 1= M.C.D.(17,10) = k17+h10.

S determini 1 = M.C.D.(17,10) mediante I’algoritmo di Euclide, evidenziando
eventualmente I’ espressioner,=r_, —r.,0Q,:

17=101+7 ; 7=17-101

10=71+3 ; 3=10-71

7=32+1 ;1=7-32

3=31
S consideri oral’ espressione
1=7-32

e s eseguano, a partire da questa, le sostituzioni indicate nel procedimento:

1=7-32 =(*) 7H10-71) 2 = 7 -102+72 = 7°3-102 = (**)(17-101) 3 - 102= 17:3 -
103- 102=17(3)+10(-3-2) = 317+(-5) '10.

(*) sostituisco 3

(**) sostituisco 7

Si sono cosi determinati Kk =+3 eh=-5



